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@ 1l Calcolo delle Probabilita



Il Calcolo delle Probabilita

| primi studi:
1526 Liber de ludo aleze di Girolamo Cardano
1612 Sopra le scoperte de i dadi di Galileo Galilei
1654 Carteggio tra Blaise Pascal e Pierre de Fermat
1657 Libellus de ratiociniis in ludo aleae di Christiaan Huygens
1713 Ars conjectandi di Jakob Bernoulli



Girolamo Cardano

Pavia, 24 Settembre 1501 - Roma, 21 Settembre 1576
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Spazio campionario

Lo spazio campionario €2 ¢ |'insieme dei possibili risultati di un
esperimento casuale. Ad esempio:

e Lancio di una moneta:
Q = {testa, croce}
e Lancio di due monete:
Q = {(testa, testa), (testa, croce), (croce, testa), (croce, croce)}
e Lancio di un dado:
Q=1{1,234,5,6)

e Etc. N



Probabilita di un evento

e Un evento E ¢é un sottoinsieme di Q: E C Q

e Se tutti gli elementi di Q2 sono equiprobabili, allora la
probabilita di un evento ¢ definita da

numero dei casi favorevoli all’evento

P(E) =

numero dei casi possibili
e In maniera piu formale:

_ |El

P(E) = g

dove |E| indica la cardinalita (numero di elementi) di E



Lancio di un dado

E = “esce il numero 6"

i ] 1
-~ 16.7%

PE)= ormees 6

E = “esce un numero dispari”

- 1] 3

PE)= 5omaan 6

= 50%



Lancio di due dadi
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Casi possibili (equiprobabili) = 6 x 6 = 36



Lancio di due dadi
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o8
L)
1)
B
B
B

(1
NE
I
B
R
e

(63
L6
63
EE3
63
HH

(62
L)
5 B
E

P(E)= L ~

36 7

()&
&H
&H
BH
]3]

2.8%



Lancio di due dadi
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E = “esce almeno un 6",
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Lancio di due dadi
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Il problema di Galileo

Consideriamo il lancio di tre dadi e gli eventi
A = la somma dei tre dadi € 10

B = la somma dei tre dadi & 12

Secondo voi...

A) P(A) < P(B)

B) P(A) = P(B)

C) P(A) > P(B)
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SOMMA FREQUENZA

3 3
4 17
5 30
6 54
7 72
8 118
9 108
10 129
11 125
12 104
13 76
14 69
15 48
16 32
17 13
18 2

1000
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@® Scommessa equa, favorevole e sfavorevole



Payin e payout

Payin
€ da versare per partecipare ad una certa scommessa

Payout
€ da ritirare se si vince la scommessa



Scommessa: si lancia un dado e si vince il punteggio ottenuto

Payin: 3.6 €
1€ seesce
2€ seesce I
Pavout: 3€ seesceld
YOUL 4 e se esce B3

5€ se esce
6€ se esce

Secondo voi, si tratta di una scommessa ...
A) Equa
B) Favorevole (per chi scommette)

C) Sfavorevole (per chi scommette)



Scommessa equa, favorevole e sfavorevole

e Scommessa equa: payin = payout medio
e Scommessa favorevole: payin < payout medio

e Scommessa sfavorevole: payin > payout medio



Payout medio
Il payout medio si calcola moltiplicando ciascun payout per la sua

corrispondente probabilita e poi infine sommando i singoli
risultati ottenuti

Esito del lancio E] @ @ @

Payout 1 2 3 4 5 6

1
Probabilita 3

| =
| =
| =
| =
|

Payout medio

1><1+2><1—1—3><1+4><1+5><1+6><1*21*35
6 6 6 6 6 6 6
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© Problema 1: la Liberty Bell
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La Liberty Bell

e La prima slot machine fu ideata da Charles Fey nel 1898 a
San Francisco.

e Per poter giocare bisogna inserire una moneta nella fessura
(payin 1€) e tirare una leva che aziona un meccanismo che
fa girare tre ruote in maniera indipendente I'una dall’altra.

e Ciascuna ruota quindi si ferma in una determinata posizione,
e si ottiene, ad esempio, la terna di simboli

K )




Combinazioni vincenti

1° ruota 2° ruota 3° ruota

) ) )
v Y v
¢ © ¢
L) L L
Q2 (2 *
9 Q| ok

Altre combinazioni

Payout

20€
16 €
12€
8€
4€
2€

0€



Composizione delle 3 ruote

1° ruota

2° ruota

3° ruota

SiClel geiodel gek

SiClel ge odel gek

o2 2 2CeL T 2 SOX




Lancio di 3 dadi a 10 facce
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Casi possibili
Casi possibili (equiprobabili): 10 - 10 - 10 = 1000

E = “esce “‘

casi favorevoli 2

P(E) = - —2 ~7
(B) = s possibli — 1000 2/ P



Calcolo delle Probabilita

Numero di simboli

Prima Seconda Terza
ruota ruota ruota

Simbolo
'} 1 1 2
v 1 1 1
o 1 1 3
'y 2 2 2
Q 5 5 0
* 0 0 2
2x5x1 1
P(#.Q.0) = 1000 100



Probabilita di vincita

1° ruota 2° ruota 3° ruota

Probabilita %o

| A | | 2
Q @ v 1
% % % 3
h ® L 8
Q Q Y 50
Q Q no W 200
26.4 %
Altre combinazioni 74.6 %




Payout medio

+2€ x 20

1 3
+16€ X5 +12€ X5 +8€ X s 1000 000

20€ X 1555 1000 1000

2
1000 o5 +4€ X 1005

= 0.756 €

Payin

Payout m.

La scommessa é sfavorevole, € una macchinetta mangiasoldi

In media mangia 0.244 € ~ 1 € a giocata



Payout per scommessa equa (+33%)

Probabilita  Payout Payout equo

A A A 0.002 20€ 26.46 €
o < QO 0001 16€ 21.16€
SO O 0.003 12€ 15.87€
A o A 0.008  8€ 10.58€
Q Q % 0.050 4€ 5.20€
Q Q o 0.200 2€ 2.65€
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O Problema 2: la rovina del giocatore



La rovina del giocatore

Se il Bilancio medio
B = Payin - Payout medio

di un certo gioco € negativo (la scommessa &
sfavorevole), mediamente quante giocate mi
occorrono per perdere il mio Capitale iniziale C?



Soluzione

Il capitale diviso il bilancio medio (in valore assoluto), i.e.

C



Esempio: la Liberty Bell

e B=1€-0.756€ =-0.244€
e C=10€

C 10 10

|B] ~ | —0.244] ~ 0.244

~ 41 giocate



perso 1 Euro

Capitale

giocata #

1
100



guadagno 7 Euro

Capitale

giocata #

1
100



perso 1 Euro

Capitale

giocata #

1
100



perso 1 Euro

Capitale

giocata #

1
100



guadagno 1 Euro

Capitale

giocata #

1
100



perso 1 Euro

Capitale

giocata #

1
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perso 1 Euro

Capitale

giocata #

1
100



perso 1 Euro

Capitale

giocata #

1
100



guadagno 1 Euro

Capitale

giocata #

1
100



guadagno 1 Euro

Capitale

10

giocata #

1
100



perso 1 Euro

Capitale

20

giocata #

1
100



perso 1 Euro

Capitale

T

30

giocata #

1
100



perso 1 Euro

Capitale

o

T

40
giocata #

1
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perso 1 Euro

Capitale

o

T

44
giocata #

1
100



Capitale

15

giocata #

T
100



Capitale

T

55
giocata #

T
100



Capitale
10

giocata #

T
100
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@ Problema 3: compleanni



Secondo voi...

Almeno 4 persone tra le presenti in quest’'aula
festeggiano il compleanno nello stesso giorno.

O Si.

0 No.



Il problema del compleanno

e || problema o "paradosso" del compleanno afferma che la
probabilita dell’evento

E = "Almeno k persone in un gruppo di n festeggiano Il
compleanno nello stesso giorno"

e largamente superiore a quanto potrebbe dire I'intuito
e Per ottenere P(E) ~ 50%:

e con k = 2, ci serve un gruppo di n = 23 persone
e con k = 3, ci serve un gruppo di n = 88 persone
e con k =4, ci serve un gruppo di n = 197 persone
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Soluzione

e Per k =2 abbiamo

P(E)=1- 1:[1 (1 - 365> ~exp (‘2 ~n§65)

=1

e Per un generico k, per ottenere approssimativamente
P(E) = p abbiamo bisogno di n che risolve I'equazione

__n 1/k
nexp 365k K—1 1
= 3655 k! log ()]
n 1/k [ 1-— p

(1 © 365(k+1)
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